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1 Ââåäåíèå

Æàí Áàòèñò Æîçå� Ôóðüå (21 ìàðòà 1768 � 16 ìàÿ 1830) � âåëèêèé �ðàíöóçñêèé

ìàòåìàòèê è �èçèê. Â äîêëàäå ¾Î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â òâåðäîì òåëå¿ áûë ïåðâûì,

êòî èñïîëüçîâàë ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå, íàçâàííûå ñîîòâåòñòâåííî â ÷åñòü íåãî. Òîãäà

åãî ìåòîäû áûëè ïðèíÿòû â øòûêè ïåðåäîâûìè íà òî âðåìÿ ìàòåìàòèêàìè: Ëàãðàíæåì,

Ëàïëàñîì, Áèî. Òåïåðü æå ðÿäû Ôóðüå � ýòî ìîùíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò, ïðè-

ìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøîãî ñïåêòðà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âîëíîâûìè ïðîöåññàìè

è êîëåáàíèÿìè: â àñòðîíîìèè, àêóñòèêå, òåîðèè ïðèëèâîâ, â ðàäèîòåõíèêå è äð. Â ìà-

òåìàòèêå ðàçëîæåíèå �óíêöèè â ðÿä Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íûì ìåòîäîì ïðè ðåøåíèè

ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ðÿä Ôóðüå ïðîçðà÷íûì îáðàçîì âåä¼ò ñåáÿ ïðè

äè��åðåíöèðîâàíèè, èíòåãðèðîâàíèè, ñäâèãå �óíêöèè ïî àðãóìåíòó è ñâ¼ðòêå �óíê-

öèé. Êîëè÷åñòâî çíàíèé, íàêîïëåííûõ çà âðåìÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå, íå ìîæåò

ïåðåêðûòü åãî íåäîñòàòêîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîòðåáíîñòÿìè íûíåøíåé íàóêè. Â öèêëå ñòà-

òåé 2000-2005 ãã. Â. Â. �àëàòåíêî, À. Þ. Êóäðÿâöåâà è Ò. Ï. Ëóêàøåíêî îïèñûâàåòñÿ òàê

íàçûâàåìîå îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè, ñõîäíîå ïî ïðèíöèïó ðàáîòû ñ ðÿäà-

ìè Ôóðüå, íî, êàê áûëî çàÿâëåíî â ðàáîòàõ, îáëàäàþùåå äîñòîèíñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ

íèì. Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñìîã áû ïîêàçàòü îáîñíîâàííîñòü îðòîðåêóð-

ñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî, àâòîðó ðàáîòû íå èçâåñòíû ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè

îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ, õîòÿ î÷åâèäíà ïîòðåáíîñòü â ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêå çà-

ëîæåííûõ â ñòàòüÿõ èäåÿõ è ïðîâåäåíèè êîíêðåòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå �àêòîðû ñâèäåòåëüñòâóþò îá àêòóàëüíîñòè ðàáîòû.

Îáëàñòÿìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè, òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ

ðÿäîâ è ýëåìåíòû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè çàäàííàÿ, äè��åðåíöèðóåìàÿ è èí-

òåãðèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � ñâîéñòâà è îáëàñòü âîçìîæíîãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ

òàê íàçûâàåìîãî îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ � ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè

è êëàññè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå.

Ïåðåä àâòîðîì áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Ïîëó÷èòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ñèñòåìàõ �óíêöèé (â òîì ÷èñëå, î íåêîòîðûõ

êîíêðåòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ) è î êëàññè÷åñêîì ðÿäå Ôóðüå;

• îçíàêîìèòüñÿ, àíàëèçèðóÿ ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè, ñ îïðåäåëåíèåì è îñíîâíûìè

ñâîéñòâàìè îðòîðåêóðñèâíîé ñõåìû ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè;

• ðàçðàáîòàòü ý��åêòèâíûé àëãîðèòì îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè;
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1 Ââåäåíèå

• ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà è ñîçäàíèå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ïîçâî-

ëÿþùåé ý��åêòèâíî îñóùåñòâëÿòü îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè è êëàñ-

ñè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå, íóæíî ââåñòè ïîíÿòèå

ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè â ðÿä Ôóðüå. Â ðàáîòå áóäåò ïðèâîäèòüñÿ êîíñòðóêòèâíîå ñðàâ-

íåíèå îáîèõ ñïîñîáîâ ðàçëîæåíèé ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì:

• Óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì âû÷èñëåíèé êîý��èöèåíòîâ è ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ

èñõîäíîé �óíêöèè;

• ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà, ïîíèìàåìàÿ êàê êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà, îáåñïå÷èâà-

þùèõ äîñòèæåíèå íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ;

• ñïîñîáíîñòü ¾ñãëàæèâàòü¿ àíàëèçèðóåìóþ �óíêöèþ è ò.ä.

• âû÷èñëèòåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü.
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2 �àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è äàíû îïðåäåëåíèÿ, íåîáõî-

äèìûå äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû  îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì è ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Ôóðüå. Èí�îðìàöèþ î �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è î ðÿäå Ôóðüå àâòîð ïî÷åðï-

íóë èç ìîíîãðà�èè [1℄ È. Ï. Íàòàíñîíà.

Îïðåäåëåíèå 1. Äâå �óíêöèè f(x) è g(x), çàäàííûå íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàþòñÿ
âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè, åñëè

∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0

.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà [a, b], íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé, åñëè

∫ b

a

f(x)2 = 1

.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà �óíêöèé {ωk(x)}∞k=1
íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìàëüíîé, åñëè

∫ b

a

ωi(x)ωk(x)dx =

{

1, (i = k)

0, (i 6= k).

Ïóñòü êàêàÿ-íèáóäü �óíöèÿ f(x) ∈ L2 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé îðòîíîð-

ìàëüíîé ñèñòåìû

f(x) = c1ω1(x) + . . .+ cnωn(x) + . . .

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ωk(x) è èíòåãðèðóÿ åãî, íàõîäèì

ck =

∫ b

a

f(x)ωk(x)dx, òîãäà

Îïðåäåëåíèå 4. �ÿä

∞
∑

k=1

ckωk(x)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå �óíêöèè f ïî ñèñòåìå {ωk(x)}.
Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå, êîòîðûå õàðàê-

òåðèçóþò îòíîøåíèå �óíêöèè ê ñàìîìó ðÿäó.
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2 �àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

�èñ. 2.1: �ðà�èêè �óíêöèè χ0
0 è χ1

0.

Ñâîéñòâî 1.Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿòîæäåñòâî Áåññåëÿ:

∥

∥

∥

∥

f −
n
∑

n=1

ckωk

∥

∥

∥

∥

2

=

‖f‖2 −
n
∑

k=1

c2k.

Ñâîéñòâî 2. Òàê êàê â òîæäåñòâå Áåññåëÿ ëåâàÿ ÷àñòü âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà, òî èç

íåãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:

∞
∑

k=1

c2k 6 ‖f‖2.

Ñâîéñòâî 3. �ÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f , êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:
∞
∑

k=1

c2k =

‖f‖2.
Çà îñíîâó â ðàçëîæåíèè Ôóðüå áóäåò âçÿòà ñèñòåìà �óíêöèé Õààðà. Ýòó ñèñòåìó

âïåðâûå ïîñòðîèë è íà÷àë èçó÷àòü À. Õààð â 1909 ã. â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ îð-

òîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû �óíêöèé, ðÿäû Ôóðüå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ïî êîòîðîé

ñõîäèëèñü áû ðàâíîìåðíî íà [0, 1]. Ïðîñòîòà è åñòåñòâåííîñòü ñèñòåìû Õààðà îáúÿñ-

íÿþò åå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè �óíêöèé, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è âû÷èñëèòåëü-

íîé ìàòåìàòèêè. Ñèñòåìà Õààðà ñîñòîèò èç êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà [0, 1] �óíêöèé è

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê è äëÿ �óíêöèé ñèñòåìû Ôàáåðà-Øàóäåðà, äëÿ

�óíêöèé ñèñòåìû Õààðà íàðÿäó ñ îäèíàðíîé (ïîðÿäêîâîé) íóìåðàöèåé óäîáíî ââåñòè

è äâîéíóþ íóìåðàöèþ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ≥ 2 â âèäå

k = 2m + n, ãäå m,n ∈ N ∪ {0} è n = 0, 2m − 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé �óíêöèè

Õààðà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äâà ðàâíîöåííûõ îáîîçíà÷åíèÿ χk(x) è χn
m, ãäå ÷èñëà

m è n ñâÿçàíû îòíîøåíèåì k = 2m + n.
Ïåðâàÿ �óíêöèè ñèñòåìû ïîñòîÿííà:

χ0

0(x) = 1, x ∈ [0, 1],

à âòîðàÿ èìååò âèä

χ1

0(x) =











1, x ∈ [0, 1/2)

0, x = 1/2

−1, x ∈ (1/2, 1].

Ýòè äâå �óíêöèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.1
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2 �àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

�èñ. 2.2: Ôóíêöèè âòîðîé è äâå ïåðâûå �óíêöèè òðåòüåé ïà÷åê.

Ïîñëåäóþùèå �óíêöèè χn
m(x) ñèñòåìû Õààðà ñ íîìåðàìè m ∈ N è n ∈ [1, . . . , 2m − 1]

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

χn
m =











√
2m, x ∈ ( 2n−2

2m+1 ,
2n−1

2m+1 )

−
√
2m, x ∈ ( 2n−1

2m+1 ,
2n

2m+1 )

0, x /∈ [ 2n−2

2m+1 ,
2n

2m+1 ]

.

Íà ðèñ. 2.2 ïðåäñòàâëåíî åù¼ íåñêîëüêî �óíêöèé ñèñòåìû âñïëåñêîâ Õààðà.
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3 Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå

Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû Ò. Ï. Ëóêàøåíêî â 2000 ã.

â ñòàòüå [2℄. Èõ èäåÿ âîñõîäèò åù¼ ê çàìåòêå Á. Ñ. è Ñ. Á. Ñòå÷êèíûõ 1963 ã. [3℄. Äàëü-

íåéøåå ðàçâèòèå èçëîæåííûõ òàì èäåé è èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ

íàøëè îòðàæåíèå â ñòàòüÿõ Â. Â. �àëàòåíêî (ñì. [4℄, [5℄).

Ïóñòü (H, ·, ·) � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì äåéñòâèòåëü-

íûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, {en}∞n=1 � ñèñòåìà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â H , f ∈ H . Èí-

äóêòèâíî îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ {rn}∞n=1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý�-

�èöèåíòîâ {f̂n}∞n=1. Ïîëîæèì

r0 = f,

åñëè óæå îïðåäåëåí îñòàòîê rn, òî ïîëîæèì

f̂n+1 =
(rn, en+1)

(en+1, en+1)
,

rn+1 = rn − f̂n+1en+1 = f −
n+1
∑

k=1

f̂kek.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôîðìàëüíûé ðÿä

∞
∑

n=1

f̂nen íàçûâàåòñÿ îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæå-

íèåì (ðåêóðñèâíûì ðÿäîì Ôóðüå) ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1.

Äàííîå ðàçëîæåíèå îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì ðàçëîæåíèÿ â

ðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Äëÿ îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ñïðàâåä-

ëèâû àíàëîãè íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ, òîæäåñòâà Áåññåëÿ, ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ. Äîêàçà-

òåëüñòâî ïðèâåäåííûõ àíàëîãèé ðàññìîòðåíî ïîäðîáíåå â ñòàòüå [6℄.

Òåîðåìà (Ò. Ï. Ëóêàøåíêî). Ïóñòü {en}∞n=1 � ñèñòåìà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ H , f

� íåêîòîðûé ýëåìåíò H ,

∞
∑

n=1

f̂nen � îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå

{en}∞n=1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∥

∥

∥

∥

∥

f −
N
∑

n=1

f̂nen

∥

∥

∥

∥

∥

2

= ‖f‖2 −
N
∑

n=1

∣

∣

∣
f̂n

∣

∣

∣

2

‖en‖2

(àíàëîã òîæäåñòâà Áåññåëÿ).
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3 Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå

• èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∞
∑

n=1

∣

∣

∣
f̂n

∣

∣

∣

2

‖en‖2 6 ‖f‖2

(àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ).

• îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå

∞
∑

n=1

f̂nen ýëåìåíòà f ñõîäèòñÿ ê f òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖f‖2 =
∞
∑

n=1

∣

∣

∣
f̂n

∣

∣

∣

2

‖en‖2

(ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó è ðàâåíñòâà

Ïàðñåâàëÿ).

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà {en}∞n=1 îðòîãîíàëüíà, îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî íåé

è îáû÷íîå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ñîâïàäàþò. Åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 åùå è ïîëíà, òî

ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà f èçH ñõîäèòñÿ ê f , ò.å. èìååò ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà Ïàðñå-
âàëÿ. Íî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ {cn}∞n=1, îòëè÷íîé îò {f̂n}∞n=1,

íîâûé ðÿä

∞
∑

n=1

cnen áóäåò ëèáî ðàñõîäèòüñÿ, ëèáî ñõîäèòüñÿ ê ýëåìåíòó, îòëè÷íîìó îò f .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå (êàê è

ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé æå ñèñòåìå) ñõîäèòñÿ ê äàííîìó ýëåìåíòó, íî íå îáëà-

äàåò àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòüþ ê îøèáêàì, âîçíèêàþùèì íàïðèìåð ïðè âû÷èñëåíèè

êîý��èöèåíòîâ èëè ïðè èíòåãðàëüíûõ èñ÷èñëåíèÿõ (òàê, îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå

ýëåìåíòà e1 ïî ñèñòåìå

√

1− |ε|2e1 + εe2, e2, e3, e4, . . ., ãäå {en}∞n=1 � çàìêíóòàÿ îðòî-

íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, à ε � ÷èñëî, ïî ìîäóëþ ìåíüøåå åäèíèöû, íå ñõîäèòñÿ ê e1).
Íà ïðàêòèêå âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè íåèçáåæíû, à çíà÷èò ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì âî-

ïðîñ ïîèñêà ñèñòåìû {en}∞n=1, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâåííî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì

óñëîâèÿì:

(I) Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà f ê H ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 ñõîäèòñÿ

ê f ;
(II) Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê îøèá-

êàì, âîçíèêàþùèì ïðè âû÷èñëåíèÿõ.
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4 Àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ê

îøèáêàì è ïðèìåðû ñèñòåì

�óíêöèé

Ôîðìàëèçóåì ñêàçàííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ïóñòü (H, ·, ·) � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, {en}∞n=1 �

ñèñòåìà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ H , f � íåêîòîðûé ýëåìåíò H . Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ {ren}∞n=1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ {f̂ e
n}∞n=1. Ïî-

ëîæèì

ren = f.

Åñëè óæå îïðåäåëåí îñòàòîê ren, òî êîý��èöèåíò {f̂ e
n+1} çàïèøåì â âèäå

f̂ e
n+1 =

(ren, en+1)

(en+1, en+1)
(1 + εn+1) + ξn+1,

ren+1 = ren − f̂ e
n+1en+1 = f −

n+1
∑

k=1

f̂ e
kek.

ãäå εn+1 è ξn+1 � íåêîòîðûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôîðìàëüíûé ðÿä

∞
∑

n=1

f̂ e
nen áóäåì íàçûâàòü îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëî-

æåíèåì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 ñ îøèáêàìè E = {(εn, ξn)}∞n=1.

Âïåðâûå îïðåäåëåíèå áûëî ïðåäëîæåíî �. �ðèáîíâàëåì è Ì. Íèëñåíîì â ðàáîòå [7℄.

Èñïîëüçóåìàÿ �îðìà çàïèñè îøèáîê äîïóñêàåò èíóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïðè ìàëûõ ïî

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèÿõ εn âåëè÷èíó ξn ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ÷èñëî, õàðàêòå-
ðèçóþùåå àáñîëþòíóþ îøèáêó â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòà f̂ e

n; ïðè ìàëûõ ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå çíà÷åíèÿõ ξn âåëè÷èíó εn ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå
îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòà f̂ e

n. Èñïîëüçóåìàÿ �îðìà çàïèñè

îøèáîê óäîáíà êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòû (óïðîùåíèå �îðìóëèðîâêè è äîêàçà-

òåëüñòâ òåîðåì), òàê è äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îøèáîê E õîòü è íå èçâåñòíà, íî âïîëíå ïîääàþùàÿñÿ îöåíêå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü E � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñ-

ëîâûõ ïàð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ {en}∞n=1 àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê îøèáêàì èç ìíîæåñòâà E , åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ýëåìåíòà f ∈ H è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè E = {(εn, ξn)}∞n=1 ∈ E îðòîðåêóðñèâíîå

ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 ñ îøèáêàìè H ñõîäèòñÿ ê f .
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4 Àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì è ïðèìåðû ñèñòåì �óíêöèé

×åðåç E0 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {(εn, ξn)}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò òàêîåN ∈ Z
+
, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ {N+1, N+2, N+3, . . .}

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà εn = ξn = 0.
Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå íåíó-

ëåâûõ ýëåìåíòîâ {en}∞n=1 àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê â

âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ, åñëè îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 àá-

ñîëþòíî óñòîé÷èâî ê îøèáêàì èç ìíîæåñòâà E0.
Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñèñòåìû �óíêöèé, ðàçëîæåíèå ïî êîòîðûì îáëàäàåò

àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòüþ ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

4. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå àâòîð óäåëèë ñèñòåìå äâîè÷íûõ ñæàòèé è ñäâèãîâ ââèäó åå

íåòðèâèàëüíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìàìè èç ïðèìåðîâ 1 è 2.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü (H, ·, ·)� ïðîèçâîëüíîå ñåïàðàáåëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

{dn}∞n=1 � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â H è {kn}∞n=1 � ïðîèçâîëü-

íàÿ ðàñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. �àññìîòðèì ñèñòåìó

d1, d2, . . . , dk1, d1, d2, . . . , dk2, . . . , d1, d2, . . . , dkn, . . . .

Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ýòîé ñèñòåìå àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê ëþáîìó êîíå÷íî-

ìó ÷èñëó îøèáîê â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíûé íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê äåéñòâèòåëüíîé

îñè. Â êà÷åñòâå H ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(I) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èçìåðè-

ìûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé. Ïóñòü {∆n}∞n=1 � ñèñòå-

ìà îãðàíè÷åííûõ íåâûðîæäåííûõ ïðîìåæóòêîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâè-

ÿì:

(α) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ∆n ⊂ I.
(β) ñèñòåìà ïðîìåæóòêîâ {∆n}∞n=1 ïîêðûâàåò I â ñìûñëå Âèòàëè, ò.å. äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ I è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n, ÷òî x ∈ ∆n è

|∆n| < ε.
(γ) äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i è j, i < j, ëèáî ïåðåñå÷åíèå ∆i ∩∆j ïóñòî, ëèáî èìååò

ìåñòî âêëþ÷åíèå ∆i ⊃ ∆j.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç en(x) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ïðîìåæóòêà ∆n, n = 1, 2, 3, . . .
Â ñòàòüå [6℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L2(I) åå îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå
ïî ñèñòåìå {en(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê f â ìåòðèêå L2

. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è òîãî �àêòà,

÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ èç ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèÿì (α) − (γ), ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì, ñëå-

äóåò, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå {en(x)}∞n=1 àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê

ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ.

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî â ïðèìåðå 2 âûáîðà ñèñòåìû {en} èíòåð-

âàëû ∆n âûáèðàëèñü íàèáîëåå ïðîñòî: êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ èí-

òåðâàëû ðàâíîé äëèíû, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî I. Äàííûé âèä ñèñòåì �óíêöèé

ðàññìîòðåí áîëåå ïîäðîáíî â ñòàòüå [6℄.

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå H ïðîñòðàíñòâî L2[0, 1] êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
èçìåðèìûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé. Ïóñòü ϕ � òàêîé
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4 Àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì è ïðèìåðû ñèñòåì �óíêöèé

ýëåìåíò H , ÷òî

∫

1

0

ϕ(x)dx 6= 0,
∞
∑

n=1

ω2

2(ϕ, 2
−n) < ∞,

ãäå

ω2(ϕ, δ) = sup
0<h6δ

(
∫

1−h

0

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)|2 dx
)1/2

� èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2([0, 1]). Ïîñëåäíåå óñëîâèå

âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ϕ, ïðèíàäëåæàùèõ äëÿ íåêîòîðîãî α > 0
ïðîñòðàíñòâó Lipα[0, 1] . Íà ìíîæåñòâå R \ [0, 1] äîîïðåäåëèì ϕ íóëåì. Äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîëîæèì

en(x) = ϕ(2ix− k),

ãäå x ∈ [0, 1], n = 2i + k, i ∈ {0, 1, 2, . . .}, k ∈ {0, 1, 2, ..., 2i − 1} (ò.å. en(x) ïîëó÷àåòñÿ
èç ϕ(x) ñæàòèåì â 2i ðàç è ñäâèãîì íà k/2i). Ñèñòåìà {en(x)}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé

äâîè÷íûõ ñæàòèé è ñäâèãîâ ýëåìåíòà ϕ. Èç [[8℄, òåîðåìà 1℄ ñëåäóåò, ÷òî îðòîðåêóðñèâíîå
ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìàì àáñîëþòíî óñòîé÷èâî ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê â

âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ.

Ñèñòåìû �óíêöèé, ïðåäñòàâëåííûå â ïðèìåðå 3, îïèñàíû â òåçèñàõ [8℄, [9℄; òàêæå

óêàçàííûå ñèñòåìû è äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî

íèì èçó÷àþòñÿ â ñòàòüå [4℄.
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5 Ñðàâíåíèå ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå è

îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ

Ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ íà ÿçûêå Objet Pasal â ñðåäå Borland Delphi, ïîçâîëÿåò îñó-

ùåñòâèòü ñðàâíåíèå îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå Õààðà (äàëåå ñîêðàùåííî

Î��), îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå âñïëåñêîâ Õààðà (ñîêðàùåíèå Î�Õ) è

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå âñïëåñêîâ Õààðà (ñîêðàùåíèå ÔÕ). Êðîìå òîãî, äëÿ

óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ, ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü ¾îøèáêè¿ â âû÷èñëåíèå êîý�-

�èöèåíòîâ, èìèòèðîâàòü øóì â äàííîì ñèãíàëå, òàêæå èçìåíÿòü òàêèå ïàðàìåòðû, êàê

òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, äåòàëèçàöèÿ ïîñòðîåíèé è ò.ä. Â ïëàíå �óíêöèîíàëà ïðî-

ãðàììû ðåàëèçîâàí ñïåêòð èäåé, ñâÿçàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè ñàìèõ

ðàçëîæåíèé. Äëÿ íà÷àëà, ñòîèò óïîìÿíóòü òàêîå åñòåñòâåííîå ðåøåíèå, êàê âîçìîæ-

íîñòü ââåäåíèÿ ðàñêëàäûâàåìîé �óíêöèè, òàêæå ïðåäîñòàâëåí ñïèñîê óæå èìåþùèõñÿ

�îðìóë, èñïîëüçîâàííûõ àâòîðîì â ñàìîì ïðîåêòå. Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ âñå èç-

ìåíåíèÿ â êîëè÷åñòâå êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ áûëè âûâåäåíû íà îñíîâíóþ �îðìó.

Èçìåíåíèÿ â õàðàêòåðèñòèêå èìèòàöèè îøèáîê è øóìà ìîæíî îñóùåñòâèòü â îòäåëå

¾Ïàðàìåòðû¿; òàêæå âîçìîæíà êîððåêöèÿ òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (â ïðîäóêòå ðåà-

ëèçîâàíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì Ñèìïñîíà) è äåòàëèçàöèè ñàìîé ïðîðèñîâ-

êè. Äëÿ íóæä ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà â ïðîåêò èíòåãðèðîâàí òàéìåð, âåäóùèé îòñ÷åò

âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ òîãî èëè èíîãî ðàçëîæåíèÿ, à òàêæå ñ÷åò÷èê êî-

ëè÷åñòâà îïåðàöèé, ñîâåðøåííûõ â ïðîöåññå ðàçëîæåíèÿ. Ïðîäóêò ìîæåò ñîõðàíÿòü

ïîëó÷åííûå èçîáðàæåíèÿ â �îðìàòå .BMP (ãðà�è÷åñêèé �àéë Bit Map).

Äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî óäîñòîâåðèòüñÿ â ðàâíîïðàâèè âñåõ ñïîñîáîâ ðàçëîæåíèé.

Äëÿ ýòîãî áûëà ââåäåíà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ðàñêëàäûâàòü �óíêöèþ ïî

ïà÷êàì êîý��èöèåíòîâ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà. Îñóùåñòâëåíî îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëî-

æåíèå ïî òîé æå ñèñòåìå, ÷òî è ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå. Íà ðèñ. 7.1 è 7.2 ïðåäñòàâëåíû

�óíêöèè sin 2πx è |ln(2x+ 1/2)| ñîîòâåòñòâåííî (âñå óêàçàííûå èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíû â Ïðèëîæåíèè 1). Íà ðèñ. 7.3�7.6 ïðèâåäåíî ïîñòðîåíèå êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ è

íàãëÿäíî ïîêàçàíî îæèäàåìîå ñîâïàäåíèå âñåõ ìåòîäîâ. Äëÿ êàæäîãî èç ãðà�èêà îïðå-

äåëåí ñîáñòâåííûé öâåò; êðàñíûé ñîîòâåòñòâóåò ñàìîé �óíêöèè, çåëåíûé � Î��, áè-

ðþçîâûé � Î�Õ, ÷åðíûé � ÔÕ. Ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ïà÷åê âñå ðàçëîæåíèÿ áóäóò

ñîâïàäàòü, ãîðàçäî èíòåðåñíåå èçó÷èòü èõ ïðè èçìåíåíèÿõ â �óíêöèè è êîý��èöèåíòàõ.

Äàëüøå äëÿ èìèòàöèè îøèáîê è øóìà áóäåò èñïîëüçîâàíî ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå,

òàê êàê îíî áîëåå ÿðêî îòðàæàåò åñòåñòâåííîñòü èçìåíåíèé â ïàðàìåòðàõ.

Ïåðâûé îïûò � óñòàíîâëåíèå óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ ê îøèáêàì ïðè âû÷èñëåíèè êî-

ý��èöèåíòîâ. Êàê çàÿâëåíî âûøå, Î�� îáëàäàåò àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòüþ ê ëþáîìó

êîíå÷íîìó ÷èñëó îøèáîê. È äåéñòâèòåëüíî, íà ðèñóíêàõ 7.10�7.13 ïîêàçàíî, ÷òî Î��
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5 Ñðàâíåíèå ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå è îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ

âåäåò ñåáÿ äîâîëüíî óâåðåííî ïðè àáñîëþòíûõ îøèáêàõ ïðè âû÷èñëåíèÿõ êîý��èöèåí-

òîâ, è óñòîé÷èâî ê îòíîñèòåëüíûì, ÷åãî íå ñêàæåøü î ÔÕ. Î�Õ ïðîÿâëÿåò ÷àñòè÷íóþ

àêòèâíîñòü â ïîãëîùåíèè îøèáîê, è åñëè ïðè îòíîñèòåëüíûõ îøèáêàõ Î�Õ ìîæåò äåð-

æàòüñÿ íà óðîâíå Î��, òî àáñîëþòíûå îøèáêè â êîý��èöèåíòàõ îñòàþòñÿ íà âèäó. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî Î�� ïðåêðàñíî ïîäõîäèò äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ðàñêëàäûâàåìîé �óíêöèè.

Âòîðîé îïûò � äîáàâëåíèå áåëîãî øóìà. Íà ðèñóíêàõ 7.14�7.15 ïðåäñòàâëåíî ðàç-

ëîæåíèÿ �óíêöèè ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì. Çäåñü îðàíæåâûì

öâåòîì ïðåäñòàâëåíà ïåðâîíà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ. Íà ïåðâîì ðèñóíêå òðóäíî çàìåòèòü îò-

ëè÷èé â ðàçëîæåíèÿõ, íî íà âòîðîì ðèñóíêå ìîæíî óâèäåòü, ÷òî Î�� âåäåò ñåáÿ íåìíîãî

ëó÷øå, ÷åì Î�Õ è ÔÕ. Òàêæå âîçìîæíî äîáàâëåíèå àääèòèâíîãî áåëîãî ãàóññîâñêîãî

øóìà, íî àâòîð ñ÷åë èçëèøíèì ïðèâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èëëþñòðàöèè îòñóòñòâèÿ

ÿâíûõ îòëè÷èé â ïîñòðîåíèÿõ.

Ïîñëåäíèé ýêñïåðèìåíò � óñòàíîâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè. Äëÿ ýòîãî

ïîñòàâèì âñå ðàçëîæåíèÿ â ðàâíîå ïîëîæåíèå. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñ åñòü ïîñòóïàþ-

ùèé ñèãíàë ñ áîëüøèìè ïîìåõàìè, òàêæå èìåþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå èçúÿíû â

âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòàõ. Ïîñòàâëåíà çàäà÷à íàéòè îïòèìàëüíûé ñïîñîá ðàçëîæå-

íèÿ äàííîãî ñèãíàëà ïðè îïðåäåëåííîé òî÷íîñòè. Íà ðèñóíêàõ 7.16�7.17 ïðåäñòàâëåíû

ðåçóëüòàòû äàííîãî òåñòà. Îêàçàëîñü, ÷òî ÔÕ îáëàäàåò íàèáîëüøåé âû÷èñëèòåëüíîé

ý��åêòèâíîñòüþ â ïëàíå çàòðàòû âðåìåíè, ïðè ýòîì íå äîñòèãàåòñÿ æåëàåìîãî ðåçóëü-

òàòà ââèäó ñåðüåçíûõ ïîãðåøíîñòåé â ñàìîì ðàçëîæåíèè.. Íàïðîòèâ, Î�� îáëàäàåò

áîëüøèì âðåìåíåì âû÷èñëåíèÿ, íî òî÷íîñòü ãîðàçäî ëó÷øå. Íà ýòîò ðàç ÔÕ ïîêàçàëî

ëó÷øèé ðåçóëüòàò, íåæåëè Î�� è Î�Õ.
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå äàííîé ðàáîòû àâòîðîì áûëî ðàçðàáîòàíî ïðèëîæåíèå, îñóùåñòâëÿþùåå îð-

òîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ââîäèìîé ïîëüçîâàòåëåì �óíêöèè ïî íåêîòîðûì ñèñòåìàì.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðèëîæåíèÿ áûëî ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ, ïîçâîëÿþ-

ùèõ ñðàâíèòü îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå è êëàññè÷åñêîå Ôóðüå-ðàçëîæåíèå �óíê-

öèè. Ïîìèìî ïðèâëåêàòåëüíîé âîçìîæíîñòè ðàñêëàäûâàòü �óíêöèè â �îðìàëüíûé ðÿä

ïî íåîðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì, îáåñïå÷èâàåìîé îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì, â ðà-

áîòå óáåäèòåëüíî ïîêàçàíî, ÷òî:

• îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå óñòîé÷èâî êàê ê îøèáêàì âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåí-

òîâ ðàçëîæåíèÿ, òàê è ê îøèáêàì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ðàñêëàäûâàåìîé �óíêöèè;

• â âèäó óñòîé÷èâîñòè ê îøèáêàì îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíî äëÿ ¾ñãëàæèâàíèÿ¿ ðàñêëàäûâàåìîé �óíêöèè (â ÷àñòíîñòè, äëÿ øóìîïî-

äàâëåíèÿ ïðè îáðàáîòêå çâóêîâûõ ñèãíàëîâ);

Íå ïîäòâåðäèëàñü ãèïîòåçà î ëó÷øåé âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè ó îðòîðåêóðñèâ-

íîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñîïîñòàâëåíèþ ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå. Ó äàííîãî ïðîåêòà

åñòü ïîòåíöèàë ê ðàçâèòèþ ïðåäñòàâëåííûõ â íåì èäåé. Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî âîçìîæíî

íàõîæäåíèå êîìïðîìèññà ìåæäó èíòåðàêòèâíîñòüþ �èíàëüíîãî ïðîäóêòà è ý��åêòèâ-

íîñòüþ âû÷èñëåíèé â óïðîùåííîé âåðñèè. �àçðàáîòàííóþ áèáëèîòåêó �óíêöèé ìîæíî

èñïîëüçîâàòü â ëþáûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòàõ, îñóùåñòâëÿþùèõ, ê ïðèìåðó, ÷àñòîò-

íûé àíàëèç è îáðàáîòêó ñèãíàëîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.1: �ðà�èê �óíêöèè y = sin 2πx.
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.2: �ðà�èê �óíêöèè y = | ln(2x+ 1

2
)|.

�èñ. 7.3: Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå Õààðà (äàëåå ñîêðàùåííî Î��); 3

ïà÷êè.
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.4: Îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå âñïëåñêîâ Õààðà (äàëåå Î�Õ); 3

ïà÷êè.

�èñ. 7.5: �àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå âñïëåñêîâ Õààðà (äàëåå ÔÕ); 3 ïà÷êè.
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.6: Ñîâïàäåíèå îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå è

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå.

�èñ. 7.7: Î�� (10 ïà÷åê).
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.8: Î�Õ (10 ïà÷åê).

�èñ. 7.9: ÔÕ (10 ïà÷åê).
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.10: Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (7 ïà÷åê, �óíêöèÿ

sin 2πx).

�èñ. 7.11: Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (10 ïà÷åê, �óíêöèÿ y =
| ln(2x+ 1

2
)|).
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.12: Àáñîëþòíàÿ îøèáêà â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (6 ïà÷åê, �óíêöèÿ

sin 2πx).

�èñ. 7.13: Àáñîëþòíàÿ îøèáêà â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (9 ïà÷åê, �óíêöèÿ

sin 2πx).
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.14: Ìóëüòèïëèêàòèâíûé øóì íà �óíêöèè sin 2πx (9 ïà÷åê).

�èñ. 7.15: Óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ïðåäûäóùåãî ÷åðòåæà.
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.16: Î�� çàøóìëåííîãî ñèãíàëà ñ îøèáêàìè â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (10

ïà÷åê). Âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ � ≈ 1,42 óñë. åä. âð.

�èñ. 7.17: Î�Õ çàøóìëåííîãî ñèãíàëà ñ îøèáêàìè â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (10

ïà÷åê). Âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ � ≈ 1,26 óñë. åä. âð.
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7 Ïðèëîæåíèå 1

�èñ. 7.18: ÔÕ çàøóìëåííîãî ñèãíàëà ñ îøèáêàìè â âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ (10 ïà-

÷åê). Âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ � 1 óñë. åä. âð.
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8 Ïðèëîæåíèå 2

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå �óíêöèé Õààðà:

funtion phi(x: Real): Real;

begin

if (x>=0) and (x<1) then phi:=1 else phi:=0;

end;

funtion g(x: Real): Real;

begin

g:=1;

end;

funtion rel(x: Real): Real;

var

S: Real;

m, n: Integer;

begin

S:=0;

for m:=0 to ORRMembCount do

for n:=0 to Round(IntPower(2, m)) - 1 do

S:=S+[Round(IntPower(2, m)) + n℄ *phi(IntPower(2, m)*x - n);

Result:=f(x)-S;

end;

< ... >

for m:=0 to ORRMembCount do

for n := 0 to Round(IntPower(2, m)) - 1 do

begin

pw1:= n/Power(2, m);

pw2:= (n+1)/Power(2, m);

[Round(IntPower(2, m)) + n℄:=( Int(rel, pw1, pw2)/Int(g, pw1, pw2) )*

(1+RandG(T, R))+RandG(W, V);

end;

funtion Reihe(x: Real): Real;

var
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S: Real;

m, n: Integer;

begin

for m:=0 to ORRMembCount do

for n := 0 to Round(IntPower(2, m)) - 1 do

S:=S+[Round(IntPower(2, m)) + n℄*phi(Power(2, m) *x - n);

Result:=S;

end;

�åàëèçàöèÿ îðòîðåêóðñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå âñïëåñêîâ Õààðà:

funtion khi(x: Real; m, n: Integer): Real;

var

p1, p2, p3: Real;

begin

p1:=2*n/IntPower(2, m+1);

p2:=(2*n+1)/IntPower(2, m+1);

p3:=(2*n+2)/IntPower(2, m+1);

Result:=0;

if (x>=p1) and (x<p2) then Result:=-Power(2, m/2);

if (x>=p2) and (x<p3) then Result:=Power(2, m/2);

end;

funtion ORHaarrel(x: Real): Real;

var

S: Real;

m, n: Integer;

begin

S:=0;

for m := 0 to ORHaarMembCount - 1 do

for n := 0 to Round(IntPower(2, m))-1 do

S:= S+[Round(IntPower(2, m))+n℄*khi(x, m, n);

Result:=f(x)-S;

end;

<...>

[0℄:= int(f, 0, 1);

[0℄:=[0℄*(1+RandG(T, R))+RandG(W, V);

for m:= 0 to ORHaarMembCount - 1 do

for n := 0 to Round(IntPower(2, m))-1 do

begin

p1:=2*n/IntPower(2, m+1);

p2:=(2*n+1)/IntPower(2, m+1);
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p3:=(2*n+2)/IntPower(2, m+1);

[Round(IntPower(2, m))+n℄:=( -Power(2, m/2) * Int(ORHaarrel, p1, p2)+

Power(2, m/2) * Int(ORHaarrel, p2, p3) )*(1+RandG(T, R))+RandG(W, V);

end;

funtion ORHaarReihe(x: Real): Real;

var

S: Real;

m, n: Integer;

begin

S:=[0℄;

for m:=0 to ORHaarMembCount - 1 do

for n := 0 to Round(IntPower(2, m))-1 do

S:=S+[Round(IntPower(2, m))+n℄*khi(x, m, n);

Result:=S;

end;
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