
XLII Всероссийская математическая олимпиада школьников

9 класс

Первый день

9.1. У менялы на базаре есть много ковров. Он согласен взамен
ковра размера a × b дать либо ковёр размера 1

a
× 1

b
, либо

два ковра размеров c× b и a
c
× b (при каждом таком обмене

число c клиент может выбрать сам). Путешественник рас-
сказал, что изначально у него был один ковёр, стороны ко-
торого превосходили 1, а после нескольких таких обменов
у него оказался набор ковров, у каждого из которых одна
сторона длиннее 1, а другая — короче 1. Не обманывает ли
он? (По просьбе клиента меняла готов ковёр размера a× b

считать ковром размера b× a.)
9.2. Окружность ω касается сторон угла BAC в точках B и C.

Прямая ℓ пересекает отрезки AB и AC в точках K и L

соответственно. Окружность ω пересекает ℓ в точках P

и Q. Точки S и T выбраны на отрезке BC так, что KS ‖ AC

и LT ‖ AB. Докажите, что точки P , Q, S и T лежат на
одной окружности.

9.3. Саша выбрал натуральное число N > 1 и выписал в строч-
ку в порядке возрастания все его натуральные делители:
d1 < . . . < ds (так что d1 = 1 и ds = N). Затем для каждой
пары стоящих рядом чисел он вычислил их наибольший
общий делитель; сумма полученных s − 1 чисел оказалась
равной N − 2. Какие значения могло принимать N?

9.4. Из клетчатого бумажного квадрата 100 × 100 вырезали по
границам клеток 1950 двуклеточных прямоугольников. До-
кажите, что из оставшейся части можно вырезать по грани-

цам клеток четырёхклеточную фигурку вида — воз-

можно, повёрнутую. (Если такая фигурка уже есть сре-
ди оставшихся частей, считается, что её получилось выре-
зать.)
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XLII Всероссийская математическая олимпиада школьников

10 класс

Первый день

10.1. В Национальной Баскетбольной Ассоциации 30 команд,
каждая из которых проводит за год 82 матча с другими ко-
мандами в регулярном чемпионате. Сможет ли руководство
Ассоциации разделить команды (не обязательно поровну)
на Восточную и Западную конференции и составить рас-
писание игр так, чтобы матчи между командами из разных
конференций составляли ровно половину от общего числа
матчей?

10.2. Диагонали AC и BD вписанного четырехугольника ABCD

пересекаются в точке P . Точка Q выбрана на отрезке BC

так, что PQ ⊥ AC. Докажите, что прямая, проходящая че-
рез центры окружностей, описанных около треугольников
APD и BQD, параллельна прямой AD.

10.3. Дан кубический многочлен f(x). Назовём циклом тройку
различных чисел (a, b, c) таких, что f(a) = b, f(b) = c и
f(c) = a. Известно, что нашлись восемь циклов (ai, bi, ci),
i = 1, 2, . . . , 8, в которых участвуют 24 различных числа.
Докажите, что среди восьми чисел вида ai + bi + ci есть
хотя бы три различных.

10.4. Внутри выпуклого 100-угольника выбрана точка X, не ле-
жащая ни на одной его стороне или диагонали. Исходно
вершины многоугольника не отмечены. Петя и Вася по оче-
реди отмечают ещё не отмеченные вершины 100-угольника,
причём Петя начинает и первым ходом отмечает сразу две
вершины, а далее каждый своим очередным ходом отме-
чает по одной вершине. Проигрывает тот, после чьего хо-
да точка X будет лежать внутри многоугольника с отме-
ченными вершинами. Докажите, что Петя может выиграть,
как бы ни ходил Вася.
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XLII Всероссийская математическая олимпиада школьников

11 класс

Первый день

11.1. В Национальной Баскетбольной Ассоциации 30 команд,
каждая из которых проводит за год 82 матча с другими ко-
мандами в регулярном чемпионате. Сможет ли руководство
Ассоциации разделить команды (не обязательно поровну)
на Восточную и Западную конференции и составить рас-
писание игр так, чтобы матчи между командами из разных
конференций составляли ровно половину от общего числа
матчей?

11.2. В пространстве даны три отрезка A1A2, B1B2 и C1C2,
не лежащие в одной плоскости и пересекающиеся в од-
ной точке P . Обозначим через Oijk центр сферы, проходя-

щей через точки Ai, Bj , Ck и P . Докажите, что прямые
O111O222, O112O221, O121O212 и O211O122 пересекаются
в одной точке.

11.3. На клетчатый лист бумаги размера 100 × 100 положили
несколько попарно неперекрывающихся картонных равно-
бедренных прямоугольных треугольничков с катетом 1;
каждый треугольничек занимает ровно половину одной из
клеток. Оказалось, что каждый единичный отрезок сет-
ки (включая граничные) накрыт ровно одним катетом тре-
угольничка. Найдите наибольшее возможное число клеток,
не содержащих ни одного треугольничка.

11.4. В координатном пространстве провели все плоскости с
уравнениями x ± y ± z = n (при всех целых n). Они раз-
били пространство на тетраэдры и октаэдры. Пусть точка
(x0, y0, z0) с рациональными координатами не лежит ни в
одной проведённой плоскости. Докажите, что найдётся на-
туральное k, при котором точка (kx0, ky0, kz0) лежит стро-
го внутри некоторого октаэдра разбиения.
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